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Reprasentation und Konstruktion
Spezifikation von Klassifikationsproblemen [vgl. ML:I-19]

0 X sei ein Instanzenraum (Merkmalsraum) tber endlich vielen Merkmalen.
o C sei eine Menge von Klassen.
0 c¢: X — C seider zu lernende Klassifikator fur X.

a D= {(x1,c(x1)), ..., (x,,c(x,))} € X x C sei eine Menge von
Lernbeispielen.



Reprasentation und Konstruktion
Entscheidungsbaum flr das Konzept EnjoySport

Sky

Humidity yes Wind
high normal strong weak

no yes no yes

o Nicht-Blattknoten reprasentieren Merkmale, die ausgewertet werden.
o Kanten reprasentieren Merkmalsauspragungen.
0 Blatter definieren Klassen- bzw. Konzeptzuordnungen.

Aufteilung von X am Wurzelknoten:
X ={xe€ X |Sky(x) =sunny} U {x € X | Sky(x) = cloudy} U {x € X | Sky(x) = rainy}



Bemerkungen:

0 Eine Aufteilung wie im Beispiel ist nur bei endlichen Wertebereichen der Merkmale mdglich,
da fUr jede mégliche Auspragung eine Kante zu einem Kindknoten fihren muss.

0 Jeder Pfad von dem Wurzelknoten zu einem Blattknoten entspricht einem Test hinsichtlich
der Konjunktion der Merkmalsauspragungen, die mit diesem Pfad assoziiert sind. Dieser
Test kann in Form einer Regel formuliert werden — Beispiel:

IF Sky=rainy AND Wind=weak THEN EnjoySport=yes

a Entscheidungsbaume wurden popular durch die Vorstellung des ID3-Algorithmus von
J. R. Quinlan im Jahr 1986.

O Jeder Knoten eines Entscheidungsbaumes kann als Klassifikator aufgefasst werden, der
allen Elementen des Instanzenraumes X die eine, ihm zugeordnete Klasse zuweist.

a Zusammen bilden die Knoten eines Entscheidungsbaumes einen komplexen,
typischerweise nicht-linearen Klassifikator.



Reprasentation und Konstruktion
Entscheidungsbaum (allgemein)

Q

Ein Entscheidungsbaum 7' ist ein endlicher Baum mit einem
ausgezeichneten Wurzelknoten.

Dem Wurzelknoten ist der gesamte Instanzenraum X zugeordnet. Jeder
Nicht-Blattknoten ¢ teilt eine Menge X’ C X in disjunkte Teilmengen, die den
Kindknoten von ¢ zugeordnet sind.

Jedem Blattknoten ist eine Klasse aus C zugeordnet. leaves(T') bezeichne
Menge aller Blattknoten in T.

T klassifiziert ein Element x € X durch eine rekursive Auswertung
beginnend mit dem Wurzelknoten.

FUr Nicht-Blattknoten wird anhand eines Split-Kriteriums entschieden, zu
welcher der entstehenden Teilmengen x gehort.

Die einem Blattknoten zugeordnete Klasse wird als Klasse fur x gewahlt.

Ein Entscheidungsbaum reprasentiert eine stickweise konstante Funktion.



Reprasentation und Konstruktion
Entscheidungsbaum (allgemein)

Sei T ein Entscheidungsbaum, der das Konzept ¢ : X — C approximiert, und sei t
ein Knoten in 7. Dann sei folgende Schreibweise vereinbart:

a X(t) bezeichne die von Knoten ¢ reprasentierte Teilmenge des
Instanzenraumes X.

a D(t) bezeichne die von Knoten ¢ reprasentierte Teilmenge der
Lernbeispiele D. Es gilt: D(t) = {(x,c¢(x)) € D | x € X(t)}

lllustration:

D(ty)

D(tz) D(ts)

D(ts)  [D(te)




Reprasentation und Konstruktion
Algorithmenschema: Entscheidungsbaumkonstruktion

Algorithm: TDIDT Top Down Induction of Decision Tree

Input: D (Teil-)Menge von Lernbeispielen.
Output: t Wurzelknoten eines (Teil-)Entscheidungsbaumes.
TDIDT (D)

1. t = newNode()
class(t) = representativeClass(D)

2. IF pure(D)
THEN return(t)
ELSE = splitCriterion(D)

3. {D,..., Dy} = partition(D, )
4. FOREACH D' IN {Dy,...,D;} DO
addSuccessor(t, TDIDT (D))
ENDDO

5. return(t)



Reprasentation und Konstruktion
Algorithmenschema: Beispielklassifikation

Algorithm: CDT Classification by Decision Tree

Input: b Merkmalsvektor.

t Wurzelknoten eines Entscheidungsbaumes 7.
Output: c Klasse fur Merkmalsvektor x bei Entscheidungsbaumes T'.
CDT (x,1)

1. IF isLeafNode(t)
THEN return(class(t))
ELSE return(CDT (x, splitSuccessor(t,x))



Bemerkungen:

Q representativeClass(D)

Bestimmt eine reprasentative Klasse flr die Lernbeispiele D . Beachte, dass jeder Knoten
durch spateres Pruning zu einem Blattknoten werden kann.

Q pure(D)
Entscheidet Uber eine weitere Aufteilung der Lernbeispiele D anhand der Purity in D.

Q splitCriterion(D)
Bestimmt das Split-Kriterium fUr die Lernbeispiele D.

Q partition(D, criterion)
Teilt die Lernbeispiele D entsprechend criterion in disjunkte Teilmengen.

Q addSuccessor(t,t')
Flgt einen Nachfolger ¢’ flir den Knoten ¢t ein.

Q isLeafNode(t)
Bestimmt, ob der Knoten ¢ ein Blattknoten ist.

Q splitSuccessor(t,x)
Gibt den Nachfolgerknoten von ¢ an, der die Teilmenge von X reprasentiert, in der x liegt.



Reprasentation und Konstruktion

Einsatz von Entscheidungsbaumen

Charakteristika, die fir den Einsatz von Entscheidungsbaumen sprechen:

0 die Beispiele sind durch Attribut-Wert-Kombinationen beschreibbar
0 die Zielfunktion ist diskretwertig (zunachst Bild- als auch Urbildbereich)
o Hypothesen sind grundsatzlich als Disjunktion aufgebaut

o die Trainingsmenge ist eventuell verrauscht

Anwendungsgebiete:

o Diagnose in der Medizin

o Fehlersuche in technischen Systemen

0 Risikoanalyse bei der Kreditvergabe

0 einfache Scheduling-Aufgaben, z. B. in der Terminplanung

o Klassifikation von Design-Schwachen im Softwareentwurf



Reprasentation und Konstruktion

Einsatz von Entscheidungsbaumen (Fortsetzung)

o Wie konstruiert man einen Entscheidungsbaum fir D?
o Was ist ein guter Entscheidungsbaum?
o Wie soll entschieden werden, ob ein Knoten Blattknoten wird?

o Welche Klasse soll einem Blattknoten bei Nicht-Eindeutigkeit zugewiesen
werden?



Reprasentation und Konstruktion
Gulte von Entscheidungsbaumen

o Klassifikationsfehler.

o Grof3e.



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen

o Klassifikationsfehler.
Quantifiziert die Eindeutigkeit, mit der fur ein x in einem Blattknoten von T’
auf Basis von D eine Entscheidung fur eine Klasse erfolgt.

Ein Entscheidungsbaum, dessen Blatter jeweils ein Beispiel aus D
reprasentieren, macht keinen Klassifikationsfehler auf D.

o Grof3e.
Von mehreren Theorien, die die gleichen Sachverhalte erklaren, ist die
einfachste allen anderen vorzuziehen (Occam’s Razor):

Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem oder sine necessitate.
[Johannes Clauberg (1622-1665)]

Hier: unter allen Entscheidungsbaumen mit minimalem Klassifikationsfehler
wahlen wir den mit minimaler Grol3e.
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Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Grol3e

o Blattanzabhl

o Baumhohe

o externe Pfadlange

0 gewichtete externe Pfadlange



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Gré3e

o Blattanzahl
Die Blattanzahl entspricht der Anzahl der Regeln, die man aus einem
Entscheidungsbaum generiert.

o Baumhohe
Die Baumhohe entspricht der maximalen Regellange, d. h. der Anzahl der
maximal zu verifizierenden Pramissen fur eine Entscheidung.

o externe Pfadlange
Die externe Pfadlange ist definiert als die Summe der Langen aller Pfade
von dem Wurzelknoten zu einem Blatt. Sie entpricht dem Speicherplatz far
eine aus dem Baum generierte Regelmenge.

0 gewichtete externe Pfadlange
Die gewichtete externe Pfadlange wird berechnet wie die externe Pfadlange,
wobei die Langen der Pfade auf Basis der Anzahl der assoziierten
Fallbeispiele in D gewichtet werden.
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Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Grol3e

Folgende Alternativen klassifizieren alle Beispiele aus D korrekt:

Alternative 1: Farbe Alternative 2: GroBe
rot . braun klein groB3
grin
GréBe eB3bar (1) ef3bar (2) Punkte el3bar (2)

klein grof3 ja nein

giftig (1) el3bar (1) giftig (1) el3bar (2)
Kriterium Alternative 1 Alternative 2
Blattanzahl 4 3
Baumhohe 2 2
externe Pfadlange 6 5
gewichtete externe Pfadlange 7 8




Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Grol3e

Satz 1 (externe Pfadlange < k)
Das Problem, ob flr eine Trainingsmenge D ein Entscheidungsbaum mit einer

durch k beschrankten externen Pfadlange existiert, ist NP-vollstandig.



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Klassifikationsfehler

In einem Entscheidungsbaum T flr die Beispielmenge D wird einem Knoten ¢, der
die Menge D(t) C D reprasentiert, die Klasse class(t) auf Basis folgender
Uberlegung zugewiesen:

_ [{(x, ¢(x)) € D(1) : ¢(x) = c}|
class(t) = argergax D)



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbaumen: Klassifikationsfehler

In einem Entscheidungsbaum T flr die Beispielmenge D wird einem Knoten ¢, der
die Menge D(t) C D reprasentiert, die Klasse class(t) auf Basis folgender
Uberlegung zugewiesen:

_ [{(x, ¢(x)) € D(1) : ¢(x) = c}|
class(t) = argergax D)

Schatzer fur die Missklassifikationswahrscheinlichkeit eines Beispiels im Knoten ¢:

_ {(x,c(x)) € D(t) = e(x) = ¢}
Err(D(t))=1— max D)

Trainingsfehler Err(D,T) fur den Entscheidungsbaum 7:

Err(D,T)= > Err(D(t))- %’?‘

teleaves(T)



Bemerkungen:

QO Fur einen Entscheidungsbaum 7' kann die theoretische Missklassifikationsrate Err*(T") auf
Grundlage eines Wahrscheinlichkeitsmal3es P Gber C (anstatt durch relative Haufigkeiten
uber D) angegeben werden. Fir einen Knoten ¢ in 7" wird die Wahrscheinlichkeit der
Missklassifikation minimal, falls gilt:

class(t) = argmax P(c | X(t))
ceC

Q Die Berechnung des Trainingsfehlers Err(D,T) fur einen Entscheidungsbaum T ist nur
sinnvoll, wenn die induktive Lernannahme (Inductive Learning Hypothesis) angenommen
wird. Diese fordert, dass die Verteilung von C' in dem Instanzenraum X der Verteilung von
C' in Menge D der Lernbeispiele entspricht.



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbdaumen: Missklassifikationskosten

Verallgemeinerung: Missklassifikation verursacht unterschiedlich hohe Kosten.
Kostenmalf3 flr die Missklassifikation:

cost(c | ¢) {

>0 fallsc#

= (0 sonst



Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbdaumen: Missklassifikationskosten

In einem Entscheidungsbaum T flr die Beispielmenge D wird einem Knoten ¢, der
die Menge D(t) C D reprasentiert, die Klasse class(t) auf Basis folgender
Uberlegung zugewiesen:

{(x,c(x)) € D(t) : c(x) = ¢}

class(t) = argmin ) " cost(d | c) - |D(t)]

ceC JeC




Reprasentation und Konstruktion
Gute von Entscheidungsbdaumen: Missklassifikationskosten

In einem Entscheidungsbaum T flr die Beispielmenge D wird einem Knoten ¢, der
die Menge D(t) C D reprasentiert, die Klasse class(t) auf Basis folgender
Uberlegung zugewiesen:

H{(x, c(x)) € D(t) : ¢(x) = ¢}
[D(®)]

class(t) = argmin » " cost(c | c) -
ceC deC

Schatzer fir die Missklassifikationswahrscheinlichkeit eines Beispiels im Knoten ¢:

Err(D(t)) = min cost(c' | ¢) - {(x,c(x)) € D(t) : ¢(x) = c}|

et £ D(1),

Missklassifikationskosten Err(D, T') fir den Entscheidungsbaum 7

Err(D,T)= ) Err( (1)) - Dl()’”

teleaves(T



Kapitel ML: Il (Fortsetzung)

[ll. Entscheidungsbaume
Q Reprasentation und Konstruktion
a Splitting
O Entscheidungsbaumalgorithmen
Q Pruning
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Splitting

Sei t ein Blattknoten in einem unfertigen Entscheidungsbaum. Weiterhin
bezeichne D(t) die von t reprasentierten Lernbeispiele.

Uberlegungen hinsichtlich einer weiteren Aufteilung von D(t):

a GréBe von D(t).

a Reinheit von D(t).

0 Occam’s Razor.



Splitting

Sei t ein Blattknoten in einem unfertigen Entscheidungsbaum. Weiterhin
bezeichne D(t) die von t reprasentierten Lernbeispiele.

Uberlegungen hinsichtlich einer weiteren Aufteilung von D(t):

a GréBe von D(t).

D(t) wird nicht weiter aufgeteilt, wenn die Anzahl der Beispiele |D(t)| zu
gering ist.

a Reinheit von D(t).

D(t) wird nicht weiter aufgeteilt, wenn alle Beispiele in D(t) zu derselben
Klasse gehoren.

0 Occam’s Razor.

D(t) wird nicht weiter aufgeteilt, wenn durch keinen Split fir D(t) der
Entscheidungsbaum wesentlich verbessert wird.
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Splitting

Definition 1 (Split)

Sei ein X Instanzenraums und D = {(x,¢(x)) € D | x € X} eine Menge von
Lernbeispielen. Ein Split von X bzw. D ist eine Aufteilung von X bzw. D in
disjunkte Teilmengen X, ..., X, bzw. Dy,..., D,. Ein Split, der eine Aufteilung in
genau zwei disjunkte Teilmengen bewirkt, heil3t bindrer Split.



Splitting

Definition 1 (Split)

Sei ein X Instanzenraums und D = {(x,¢(x)) € D | x € X} eine Menge von
Lernbeispielen. Ein Split von X bzw. D ist eine Aufteilung von X bzw. D in
disjunkte Teilmengen X, ..., X, bzw. Dy,..., D,. Ein Split, der eine Aufteilung in
genau zwei disjunkte Teilmengen bewirkt, heil3t bindrer Split.

Splitting ist abh&ngig vom Skalenniveau der Merkmale im Instanzenraum X:

1. Merkmal-Split fr Merkmale A mit endlichem Wertebereich:
A={ay,...,ar}: X={xeX:xjsa=a} U...U {x€ X x|4=a}

2. Standard-Split fr nominalskalierte Merkmale A:
ACA: X={xeX:x[peA} U {xeX: x|ls¢g A}

3. Standard-Split flir ordinalskalierte (z.B. reellwertige) Merkmale A:
vedom(A): X={xeX x[q>v} U {xeX: x|[4<uv}



Splitting
Impurity

Sei D(t) eine Menge von Lernbeispielen, in der X (¢) auf die Klassen
C' = {c1, ¢, c3, cq4} verteilt ist. lllustration von zwei moglichen Splits:

H -
m -
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Splitting
Impurity

Sei D(t) eine Menge von Lernbeispielen, in der X (¢) auf die Klassen
C' = {c1, ¢, c3, cq4} verteilt ist. lllustration von zwei moglichen Splits:

H -
m -

Der linke Split ist besser: ein guter Split minimiert die Impurity (Unreinheit) der
entstehenden Teilmengen. Die Impurity ist eine Funktion auf den Teilmengen einer
Lernmenge D.



Splitting
Impurity (Fortsetzung)
Definition 2 (Impurity-Funktion ()

Flr s € N ist eine Impurity-Funktion ¢ : [0, 1]* — R eine (partielle) Funktion, die fur

alle Tupel (p1,...,ps) mitp; >0, > 7, p; = 1 definiert ist und folgende
Eigenschaften hat:

(@) ¢istin den Punkten (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) minimal.
(b) ¢ ist symmetrisch in allen Argumenten py, ..., p..

(c) vistim Punkt (1/s,...,1/s) maximal.



Splitting

Impurity (Fortsetzung)

Definition 2 (Impurity-Funktion ;)

Flr s € N ist eine Impurity-Funktion ¢ : [0, 1]* — R eine (partielle) Funktion, die fur

alle Tupel (p1,...,ps) mitp; >0, > 7, p; = 1 definiert ist und folgende
Eigenschaften hat:

(@) ¢istin den Punkten (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) minimal.
(b) ¢ ist symmetrisch in allen Argumenten py, ..., p..

(c) vistim Punkt (1/s,...,1/s) maximal.

Definition 3 (Impurity einer Menge von Lernbeispielen)

Sei D eine Menge von Lernbeispielen, C' = {cy, ..., ¢} eine Menge von Klassen
und ¢ : X — C ein Konzept. Weiter sei ¢ : [0, 1]* — R eine Impurity-Funktion. Dann
ist die Impurity von D, (D), wie folgt definiert:

e €D e =a}  {(xelx) € D elx) = )
L(D)”( D D k )




Splitting

Impurity (Fortsetzung)

Definition 4 (Impurity eines Entscheidungsbaums)
Sei D eine Menge von Lernbeispielen und 7" ein Entscheidungsbaum mit den
Blattknoten leaves(T'). Dann ist die Impurity von 7" hinsichtlich D, (T, D), wie folgt

definiert: Dis
(D)= Y L<D<t>>-%

teleaves(T)



Splitting

Impurity (Fortsetzung)

Definition 4 (Impurity eines Entscheidungsbaums)
Sei D eine Menge von Lernbeispielen und 7" ein Entscheidungsbaum mit den
Blattknoten leaves(T'). Dann ist die Impurity von 7" hinsichtlich D, (T, D), wie folgt

definiert: Dis
(D)= Y L<D<t>>-%

teleaves(T)

Definition 5 (Abnahme der Impurity)
Sei D eine Menge, und sei D, ..., D, ein Split von D. Dann ist die Abnahme der
Impurity durch den Split, Ac({ D, ..., D}, D), wie folgt definiert:

2
|D|

Av({Dy,...,Ds}, D) =u(D) — ( u(Dy) + ...+ D) L(DS)>

|D|



Bemerkungen:

Q Die Impurity «(T, D) misst die Glte eines Entscheidungsbaumes 7" auf Basis einer
Lernmenge D.

O Die Splits fur die Nachfolger eines Knoten sind unabhangig voneinander: sie kbnnen in
beliebiger Reihenfolge durchgeflhrt werden, ohne die Impurity des resultierenden Baumes
zu verandern.

0 Ublicherweise verwendet der Algorithmus TDIDT eine Greedy-Methode (lokale
Optimierung) zur Minimierung der Impurity «(T', D).

0 Die hier definierten Eigenschaften von «(T', D) implizieren eine ndherungsweise
Minimierung der gewichteten externen Pfadlange von T hinsichtlich D.



Splitting
Impurity-Funktionen fir den 2-Klassen-Fall

Impurity-Funktion auf Basis der Missklassifikationsrate:

Lmisclass(pla . 7ps> =1- miax Di

x,c(x))eD(t):
tmisclass(D(t)) = 1 — TE%X — ))leD(g

Im 2-Klassen-Fall gilt p, =1 — py:

! falls 0 <p; <0,5
Lmisclass(plaPQ) =1- maX{pl,pQ} —
1 —p; sonst

misoass(D(£)) = 1 — ma{ LLsebD:cb=e1}| [(xel0)cDetx=or}ly

A

¢




Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)

Probleme:

o A = 0 far alle Split-Kriterien méglich.

o Verwendung der Missklassifikationsrate als Impurity-Funktion kann zu
schlechten Ergebnissen fihren, denn pure Knoten werden nicht
ausreichend bevorzugt:

e



Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)

Anforderungen an Impurity-Funktionen . auf [0, 1] gemaf3 Definition:

(@) ¢(0,1)=1¢(1,0) =0 (Minimalitat im puren Fall)

(b) ¢(p1,1 —p1) = ¢(1 — p1,p1) (Symmetrie)

(c) ¢(0.5) = max u(p1,1 —p1)
p1€[0,1]



Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)
Anforderungen an Impurity-Funktionen . auf [0, 1] gemaf3 Definition:
(@) ¢(0,1)=1¢(1,0) =0 (Minimalitat im puren Fall)
(b) ¢(p1,1 —p1) = ¢(1 — p1,p1) (Symmetrie)

(c) ¢(0.5) = max u(p1,1 —p1)
p1€[0,1]

Anderung der Anforderung (c):

(c’) « zweimal stetig differenzierbar und " (p;,1 —p1) <0 flr 0 < p; < 1.

4

¢




Bemerkungen:
0 Eine Funktion f mit Eigenschaft (c’) ist streng konkav:
fp+ (1 =Mp) > Af(p) + (1 = A) f(P)
fir 0 < A < 1 und p # p’. Beachte, dass p und p’ Vektoren aus [0, 1]* sind.

0 Die durch die Missklassifikationsrate induzierte Impurity-Funktion ist konkav, aber nicht
streng konkauv.



Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)

Lemma 1
Far eine Impurity-Funktion . mit den Eigenschaften (a), (b) und (c’) folgt, dass fur
jeden Knoten ¢ und jeden binaren Split {D(t), D(tr} mit Nachfolgerknoten ¢, und
tr gllt

Av({D(tr), D(tr}, D(t)) >0

Gleichheit gilt genau dann, wenn firi = 1,2 gilt:

{(x,c(x) € DY) c(x) =ci}| _ H(x.cex) €D
1 D(¢)] 1D




Bemerkungen:

O Wesentlicher Punkt im Beweis des Lemmas ist die Ausnutzung der Konkavheit von ..

O Das Lemma lasst sich auf den allgemeinen Fall mit mehr als zwei Klassen und Splits mit
einer Aufteilung in mehr als nur zwei Teilmengen Ubertragen.



Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)

Einfachstes Polynom mit Eigenschaften (a), (b) und (c’):

() = a+ bx + ca’

Impurity-Funktion auf Basis des Gini-Index:

_ Hxex)) € D) - ex) = aerf| [{(x,¢(x)) € D(X) - e(x) = o

Laini(D(t)) = D(1)| [D(?)]

Impurity-Funktion auf Basis der Entropie:

{x,cx)) € D) e = el Hx,elx)) € Dif) - efx) = 1)
ey DI0) = = D) o D)
M.l € D0 ) = e} o G cx)) € D) <) = )
D) D)



Splitting

Impurity-Funktionen flr den 2-Klassen-Fall (Fortsetzung)

lllustration der Entropie:

—
L1 1)

Entropy H

0.8
0.6
0.4]

0.2

0:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

O 02 04 06 08 1 p

Lentropy(pclap@) — _p01|092(p01) o p02|092(p02)! mlt Pey = Py Pey = 1 — D



Splitting

Impurity-Funktionen fir den allgemeinen Fall: Gini-Index

X,c(x))eD(t):c(x)=c 2 X,c(x))eD(t):c(x)=c 2
Laini(D(t)) = (ZCEC { (o ))|€D(§>|) (x) H) — e (I{( ( ))|€D(§)|) (x) H)

Da (gini(D(t)) ein Polynom zweiten Grades ist, gilt weiter:

ALGini({D(tl)a T D(ts)}a D(t)) >0

Gleichheit gilt genau dann, wenn far alle ¢ € C qilt:
{(x c(x)) € D(t) s e(x) = c}| _ H(x,¢(x)) € D(tr) : ¢(x) = c}|
ol [D(tr)|

[{(x,c(x)) € D(tg) : c(x) = c}|
|D(tr)|




Splitting

Impurity-Funktionen fir den allgemeinen Fall: Entropie

Definition 6 (Informationsgehalt, Entropie)
Tritt ein Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit P(A) > 0 ein, dann ist der
Informationsgehalt 7(A) dieses Eintretens definiert als:

I(A) = —logy(P(A))
Hat ein Versuch A die moglichen Ausgange A, ..., A, so heil3t der mittlere

Informationsgehalt H(A) die (Shannon-) Entropie des Versuchs A:

k

H(A) =~ P(A)log,y(P(A))

1=1



Bemerkungen:
O Der Informationsgehalt eines Ereignisses ist um so grofB3er, je seltener das Ereignis ist. Ein
absolut sicheres Ereignis hat den Informationsgehalt 0.

0 Die Entropie (mittlerer Informationsgehalt) gewichtet den Informationsgehalt flr die
moglichen Werte der Klassifikation mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten.

Q Essei 0-log,(0) =0 vereinbart.



Splitting

Impurity-Funktionen flr den allgemeinen Fall: Entropie (Fortsetzung)

Definition 7 (bedingte Entropie, Informationsgewinn)
Hat ein zweiter Versuch B die moglichen Ausgange B, ..., B;, dann ist die
bedingte Entropie des kombinierten Versuchs (A | B) definiert als:

H(A|B) = ZP H(A| B))

Der Informationsgewinn durch Versuch B ist definiert als H(A) — H(A | B):

H(A)— H(A|B)=H(A) - Y P(B))-H(A| B))



Bemerkungen:

Q

Der Informationsgewinn entspricht der erwarteten Verkleinerung der Entropie. In der
deutschen Literatur wird teilweise die englische Bezeichnung Information-Gain fir den
Informationsgewinn verwendet.

Im Kontext der Entscheidungsbaume entspricht der Versuch A der Klassifikation eines
Beispiels x hinsichtlich des Zielkonzeptes. Mogliche Frage, um festzustellen welches
Ereignis aus A eingetroffen ist: ,Gehort x zur Klasse ¢?“ Der Versuch B entspricht der
Auswertung eines Merkmals von x. Mdgliche Frage, um festzustellen welches Ereignis aus
B eingetroffen ist: ,Hat x hinsichtlich Merkmal B den Wert 57

Da es sich bei Zielkonzeptklassifikation und Merkmalauswertung oft um statistisch
abhangige Ereignisse handelt, ist der Informationsgehalt der (fir x noch unbekannten)
Zielkonzeptklasse c¢(x) nicht mehr so hoch, wenn man schon den Wert eines bestimmten
Merkmals von x kennt. Der Informationsgewinn ist niemals negativ; im Falle statistisch
unabhangiger Ereignisse ist er 0.

Weil H(.A) konstant ist, entspricht die Bestimmung des Merkmals mit dem hdchsten
Informationsgehalt der Minimierung von H(A | B).

Die ausgeschriebene Version von H(A | B) lautet:

H(A|B) = ZP Z (A | Bj)logy(P(A; | B)))



Splitting

Impurity-Funktionen flr den allgemeinen Fall: Entropie (Fortsetzung)

Die Formel H(A) — H(A | B) fur den Informationsgewinn entspricht der Abnahme
der Impurity Ac({D(t1),...,D(t;)}, D(t)) im Knoten ¢ eines Entscheidungsbaumes:

AL = L(D<t)) - |l]_))((tt1))‘| ' L<D<t1)) ...t ‘D(t)‘ ) L<D<tl))

Zuordnung:

Q A entspricht der Klassenzuordnung durch ¢ : X — C. A; ist das Ereignis, dass ein x € X ()
die Klasse ¢; hat.

Q B entspricht der Zuordnung von Werten {b,, ..., b} fir ein Merkmal B mit endlichem
Wertebereich. B; ist das Ereignis, dass ein x € X(t) bezuglich des Merkmals B den Wert b,
hat.

Xt)={xeX({):xlp=b} U...U {xe€ X(t):x|p =0}

Q P(4;),P(B;), P(A; | B;) werden durch die relativen Haufigkeiten in D(t) geschatzt.

0 Verwendung der Impurity-Funktion ¢ : [0, 1]* — R mit t(py,...,pr) = — Z p; - logp;



Splitting

Impurity-Funktionen flr den allgemeinen Fall: Entropie (Fortsetzung)

lllustration der Entropie:

—
(o))

Entropy H
~

1.2

©LETTMANN/STEIN 2005-2008
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Kapitel ML: Il (Fortsetzung)

lll. Classification and Regression Trees
Q Reprasentation und Konstruktion
a Splitting
O Entscheidungsbaumalgorithmen
Q Pruning
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Entscheidungsbaumalgorithmen
Klassifikationsproblem (wiederholung)

0 X sei ein Instanzenraum (Merkmalsraum) tber endlich vielen Merkmalen
mit jeweils endlichem Grundbereich.

o C' sei eine Menge von Klassen.
0 ¢: X — C seider zu lernende Klassifikator fur X.

a0 D ={(x1,c(x1)),--.,(Xn,c(x,))} € X x C sei eine Menge von
Lernbeispielen.

Aufgabe: Konstruktion eines Entscheidungsbaums T fur ¢ auf Basis von D.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Klassifikationsproblem (wiederholung)

0 X sei ein Instanzenraum (Merkmalsraum) tber endlich vielen Merkmalen
mit jeweils endlichem Grundbereich.

o C' sei eine Menge von Klassen.
0 ¢: X — C seider zu lernende Klassifikator fur X.

a0 D ={(x1,c(x1)),--.,(Xn,c(x,))} € X x C sei eine Menge von
Lernbeispielen.

Aufgabe: Konstruktion eines Entscheidungsbaums T fur ¢ auf Basis von D.

ID3-Algorithmus [Quinlan 1986]:

1. Als spi1its sind nur vollstandige Auswertungen bezuglich eines Merkmals
erlaubt. Fir Merkmal A mit Auspragungen {ag, ..., ax} gilt:

X={xeX:xla=am} U...U {xe X x|s=a;}

2. Splits werden auf Basis des Informationsgewinns gemacht.



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus [vgl. Mitchell 1997]

ID3(D, Attributes, Target)

O Create a node t for the tree.

a If all examples in D are positive, return the single-node tree t with label '+'.
Q If all examples in D are negative, return the single-node tree t, with label ’-'.
0

If Attributes is empty, return the single-node tree t, with label of the most common value of
Target in D.

Q Otherwise:
Q Let A be the attribute from Attributes that best classifies Examples.
Q The decision attribute of t is A*.
Q For each possible value a in A*:
O Add a new tree branch below t, corresponding to the test A* = a.
0 Let D_a be the subset of D that have value a for A*.
Q If D_ais empty:
Then below this new branch add a leaf node with label of the most common value of
Target in D.

Else below this new branch add the subtree ID3(D_a, Attributes — {A*}, Target).

QO Returnt.



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus (formal)

ID3(D, Attributes, Target)
1. t = createNode()

2. IF VY(x,¢(x)) € D:c(x)=1 THEN label(t)
. IF VY(x,c¢(x)) € D:c(x)=0 THEN label(t)

"+’ , return(t) ENDIF
r—', return(t) ENDIF

w



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus (formal)

ID3(D, Attributes, Target)
1. t = createNode()

2. IF VY(x,¢(x)) € D:c(x)=1 THEN label(t)
. IF VY(x,c¢(x)) € D:c(x)=0 THEN label(t)

"+’ , return(t) ENDIF
r—', return(t) ENDIF

w



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus (formal)

ID3(D, Attributes, Target)

1. t = createNode()

2. IF V(x,¢(x)) € D:c(x)=1 THEN label(t)= '+', return(t) ENDIF
3. IF V(x,c¢(x)) € D:c¢(x)=0 THEN label(t)= '-', return(t) ENDIF

7. FOREACH a € A* DO

D, = selectExamples(D, A*, a)
IF D, =( THEN

ELSE
createEdge(t, a, ID3(D,, Attributes \ {A*}, Target))
ENDIF

ENDDO
8. return(t)



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus (formal)

ID3(D, Attributes, Target)

1. t = createNode()

2. IF V(x,¢(x)) € D:c(x)=1 THEN label(t)= '+', return(t) ENDIF
3. IF V(x,c¢(x)) € D:c¢(x)=0 THEN label(t)= '-', return(t) ENDIF

7. FOREACH a € A* DO

D, = selectExamples(D, A*, a)
IF D, =( THEN

ELSE
createEdge(t, a, ID3(D,, Attributes \ {A*}, Target))
ENDIF

ENDDO
8. return(t)



Entscheidungsbaumalgorithmen
ID3-Algorithmus: Beispiel

Beschreibung von Pilzen:

Farbe GroBe Punkte

1 rot klein ja giftig

2 braun klein nein essbar
3 braun grof3 ja essbar
4 grin  Klein nein essbar
5 rot grof3 nein essbar

Anwendung des ID3-Algorithmus.




Entscheidungsbaumalgorithmen
|ID3-Algorithmus: Beispiel (Fortsetzung)

1. Rekursionschritt, sp1itting hinsichtlich des Merkmals ,Farbe®:

giftig essbar
rot 1 1
braun 0 2 ‘Drot‘ = 2, ‘Dbraun‘ =2, ‘Dgruen| =1
gran 0 1

D ‘ Farbe —




Entscheidungsbaumalgorithmen
|ID3-Algorithmus: Beispiel (Fortsetzung)

1. Rekursionschritt, sp1itting hinsichtlich des Merkmals ,Farbe®:

giftig essbar

rot 1 1

D‘Farbe =
braun 0 2 ‘Drot‘ =2, ‘Dbraun‘ =2, ‘Dgruen| =1
gran 0 1

Geschatzte a-Priori-Wahrscheinlichkeiten:

2 2 1

pl’Ot - g = 047 pbraun — 5 - 04, pgruen — g — 02

Bedingte Entropie:
H(C|Farbe) = —(0.4(ilog,3 + 3log,3) +
0.4(310g,3 + 2log,2) +
0.2(Y0og,2 + 1log,1)) = 0.4

H(C | Groesse) ~ 0.46
H(C'| Punkte) = 04



Bemerkungen:

Q Der Informationsgewinn ist um so groBer, je kleiner H(C' | Merkmal) ist. Die Differenz
H(C) — H(C | Merkmal) braucht nicht gebildet zu werden, weil H(C') innerhalb einer
Rekursionsstufe konstant ist.

0 Im Beispiel ist in der ersten Rekursionsstufe der Informationsgewinn flr die beiden
Merkmale ,Farbe“ und ,,Punkte* maximal.




Entscheidungsbaumalgorithmen
|ID3-Algorithmus: Beispiel (Fortsetzung)

Baum nach 1. Rekursionschritt:

Punkte
ja nein
Farbe GroB3e Farbe Grof3e
rot klein giftig braun klein el3bar
braun grof3 eBbar grin klein eBbar

rot grof3 ef3bar

Das Merkmal ,Punkte“ wurde ausgewahlt (Schritt 5, ID3-Algorithmus).



Entscheidungsbaumalgorithmen
|ID3-Algorithmus: Beispiel (Fortsetzung)

Baum nach 2. Rekursionschritt:

Punkte
ja nein
Farbe Farbe GroBe
rot braun braun klein eRbar
grin klein eBbar
rot grof3 ef3bar
GrofBe Grofe
klein giftig grof3 el3bar

Das Merkmal ,Farbe”“ wurde ausgewahlt (Schritt 5, ID3-Algorithmus).



Entscheidungsbaumalgorithmen
|ID3-Algorithmus: Beispiel (Fortsetzung)

Baum nach 2. Rekursionschritt:

Punkte

ja nein

Farbe eRbar

rot braun

giftig ef3bar

Endgultiger Entscheidungsbaum.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Hypothesenraum von ID3



Entscheidungsbaumalgorithmen
Induktiver Bias von ID3

Der induktive Bias eines Algorithmus ist sein Prinzip, aus der Klassifikation von
Trainingsbeispielen auf die Klassifikation neuer Beispiele zu schlief3en.

Beobachtungen:

o Entscheidungsbaumsuche findet im Raum aller Hypothesen statt.

o Der ID3-Algorithmus trifft nur soviel Entscheidungen wie es Merkmale gibt.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Induktiver Bias von ID3

Der induktive Bias eines Algorithmus ist sein Prinzip, aus der Klassifikation von
Trainingsbeispielen auf die Klassifikation neuer Beispiele zu schlief3en.

Beobachtungen:

o Entscheidungsbaumsuche findet im Raum aller Hypothesen statt.
Zielkonzept muss im Hypothesenraum sein

o Der ID3-Algorithmus trifft nur soviel Entscheidungen wie es Merkmale gibt.
kein Backtracking
lokale Optimierung von Entscheidungsbaumen



Entscheidungsbaumalgorithmen
Induktiver Bias von ID3

Der induktive Bias eines Algorithmus ist sein Prinzip, aus der Klassifikation von
Trainingsbeispielen auf die Klassifikation neuer Beispiele zu schlief3en.

Beobachtungen:

o Entscheidungsbaumsuche findet im Raum aller Hypothesen statt.
Zielkonzept muss im Hypothesenraum sein

o Der ID3-Algorithmus trifft nur soviel Entscheidungen wie es Merkmale gibt.
kein Backtracking
lokale Optimierung von Entscheidungsbaumen

Worin sich der induktive Bias des ID3-Algorithmus manifestiert:

o Bevorzugung kleinerer Entscheidungsbaume
o starker diskriminierende Merkmale naher an der Wurzel

Ist das gerechtfertigt?



Bemerkungen:

O Sei A, der (endliche) Wertebereich von Merkmal A;, i =1,...,p, und sei C der (endliche)
Wertebereich des Konzeptes c¢. Dann kann der durch die Menge aller Entscheidungsbaume
gebildete Hypothesenraum H aufgefasst werden als die Menge aller Funktionen
h, h: Ay x...x A, —C.

a Der induktive Bias des ID3-Algorithmus macht ihn robust hinsichtlich verrauschter Daten.

O Der induktive Bias des ID3-Algorithmus ist von einer anderen Art als der induktive Bias des
(Version-Space-) Candidate-Elimination-Algorithmus:

1. Der von dem Candidate-Elimination-Algorithmus betrachtete Hypothesenraum H ist
unvollstandig; er stellt eine vergréberte (restriktive) Sicht des Raums aller Hypothesen
dar, denn nur Konjunktionen von Attribut-Wert-Paaren sind als Hypothesen maglich.
Dieser vergroberte Hypothesenraum H wird durch den Candidate-Elimination-
Algorithmus vollstandig durchsucht. Stichwort: Restriction-Bias

2. Der von dem ID3-Algorithmus betrachtete Hypothesenraum H ist vollstandig, weil alle —
in Abhangigkeit der Merkmale und ihrer Auspragungen — konstruierbaren
diskretwertigen Funktionen (Hypothesen) durch einen Entscheidungsbaum
reprasentierbar sind. Dieser vollstandige Hypothesenraum H wird nur unvollstandig
(praferiert) durchsucht. Stichwort: Preference-Bias bzw. Search-Bias



Entscheidungsbaumalgorithmen
Klassifikationsproblem (wiederholung)

0 X sei ein Instanzenraum (Merkmalsraum) tber endlich vielen Merkmalen
mit beliebigem Skalennieveau.

o C' sei eine Menge von Klassen.
0 ¢: X — C seider zu lernende Klassifikator fur X.

a0 D ={(x1,c(x1)),.-.,(Xn,c(x,))} € X x C sei eine Menge von
Lernbeispielen.

Aufgabe: Konstruktion eines Entscheidungsbaumes T’ flr ¢ auf Basis von D.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Klassifikationsproblem (wiederholung)

0 X sei ein Instanzenraum (Merkmalsraum) tber endlich vielen Merkmalen
mit beliebigem Skalennieveau.

o C' sei eine Menge von Klassen.
0 ¢: X — C seider zu lernende Klassifikator fur X.

a0 D ={(x1,c(x1)),.-.,(Xn,c(x,))} € X x C sei eine Menge von
Lernbeispielen.

Aufgabe: Konstruktion eines Entscheidungsbaumes T’ flr ¢ auf Basis von D.

CART-Algorithmus [Breiman 1984]:

1. Es sind nur binare Splits bezlglich eines Merkmals erlaubt. Fir Merkmal A
mit Wertebereich R qilt:

X:{XE_X:X|A§4} U {XEXZX|A>4}

2. Splits werden z.B. auf Basis des Gini-Index oder der Entropie berechnet.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Binare Splits

Jedes Element x € X ist ein p-dimensionaler Merkmalsvektor x = (x4, ..

Merkmalen ordinalen oder kategorischen Typs.

a Ein Split hangt nur vom Wert eines Merkmals aus z,, ..., z, ab.

o Fdr ordinale Merkmale A; sind Fragen folgender Art erlaubit:
LGilt z; <b?  mit b €| — oo, 0]

o Fdr kategorische Merkmale A; sind Fragen folgender Art erlaubt:

LGilt z; € AL 7?7 mit AL C A;

., 2p) Mit



Entscheidungsbaumalgorithmen
Binare Splits
Jedes Element x € X ist ein p-dimensionaler Merkmalsvektor x = (zy, ..., z,) mit
Merkmalen ordinalen oder kategorischen Typs.
a Ein Split hangt nur vom Wert eines Merkmals aus z,, ..., z, ab.

o Fdr ordinale Merkmale A; sind Fragen folgender Art erlaubit:
LGilt z; <b?  mit b €| — oo, 0]

o Fdr kategorische Merkmale A; sind Fragen folgender Art erlaubt:
LGilt z; € AL 7?7 mit AL C A;

Far eine Beispielsammlung D = {(x1, ¢(x1)), .. ., (X4, c(x,)) } Qibt es nur endlich
viele unterschiedliche Splits verschiedener Gute:

o Fur ordinale Merkmale A; wahle b als Mitte zwischen zwei in D
vorkommenden Werten fir z, j, ..., z, ;.

a Fdr kategorische Merkmale A; wahle A mit 0 < |A}| < |A4; \ Al.



Bemerkungen:
O Man kann Splits als Fragen ,Ist x € A ?“ fUr ein A C X auffassen. Durch die Frage werden
die Elemente von X (t) in X (¢) fir Antwort ,ja“ und X (¢5) fir Antwort ,nein” aufgeteilt.

QO Fdr ein kategorisches Merkmal A; benutzen wir A; auch als Bezeichner des Grundbereichs
der Werte fur dieses Merkmal, z.B. Farbe = {rot, gelb, gruen}.



Entscheidungsbaumalgorithmen
Konstruktion eines Entscheidungsbaumes gemaf TDIDT

o Fdr jeden Knoten ¢ des Entscheidungsbaumes wird eine Kandidatenmenge
von madglichen binaren Splits flr ¢t generiert.

o Man wahlt ein Split-Kriterium mit maximaler Gite — also eines, das die
Impurity am starksten reduziert.

Av=u(t) = pr({D(tr), D(tr},t) - o(tr) — pr{ D), D(tr},t) - t(tr)

mit p.({D(tL), D(tg},t) = % und pr({D(tr), D(tr},t) = Pp

Beispiele fur Impurity-Funktionen:

a Entropie: i(t) = — Y _p(c | X(¢))logp(c | X (1))
ceC

a Gini-Index:i(t) = Y pler | X(1)) - plea | X (1))

c1,c2€C,c17#¢o



Entscheidungsbaumalgorithmen
Konstruktion eines Entscheidungsbaumes gemaf TDIDT

Der Merkmalsraum X bestehe aus den Punkten der Ebene; das heil3t es gibt zwei
reellwertige Merkmale. lllustration:

X(t7)

X=X(t)

Durch sukzessives Splitting wird der Merkmalsraum X in achsenparallele
Rechtecke aufgeteilt.

ML:1ll-78 Decision Trees ©LETTMANN/STEIN 2005-2008



Bemerkungen:

0 Eine Erweiterung der CART-Entscheidungsbaume sind die sogenannten schiefen
Entscheidungsbaume (Oblique Decision Trees). Wahrend in CART-Knoten nur
Bedingungen der Art z; > b moglich sind, erlauben schiefe Entscheidungsbaume auch
Linearkombinationen von Merkmalsauspragungen Az + ... + A\,z, > b.



Kapitel ML: Il (Fortsetzung)

lll. Entscheidungsbaume
Q Reprasentation und Konstruktion
a Splitting
Q Entscheidungsbaumalgorithmen
Q Pruning

ML:11I-80 Decision Trees ©LETTMANN/STEIN 2005-2008



Pruning
Missklassifikationskosten beim Splitting

Lemma 3
Far jeden Split D(t1),..., D(ts) einer Menge von Lernbeispielen D(t) in einem
Entscheidungsbaum T’ gilt:

mit Gleichheit in dem Fall, dass allen Knoten ¢, ¢, ..., ¢, dieselbe Klasse
zugewiesen wird.

Die Folge ist eine Bevorzugung gro3er Baume, d.h. eine weitestmogliche
Zerlegung der Menge D von Lernbeispielen.



Pruning
Missklassifikationskosten beim Splitting (Fortsetzung)

Beweisidee:

Err(D(t)) = min ) cost(c'|c)-plc|1)-p(t)
ceC

= ) cost(class(t) | ¢) - p(c, 1)
ceC

= ) cost(class(t) | c) - (p(c,tr) + ...+ ple, )
ceC

= Z Zcost(class(t) | ¢) - (ple, t;)

ie{l,....ks} ceC

> (Z cost(class(t) | c¢) - (p(c,t;) —miny cost(c | c) - p(c, t¢)>
kst

deC
ie{l,..., ceC ceC

Jeder Summand der rechten Seite ist gro3er als Null.



Pruning
Overfitting

Definition 18 (Uberanpassung (Overfitting))
Sei X die Menge aller interessierenden Beispiele, D eine Menge von
Lernbeispielen und H ein Hypothesenraum. Dann stellt h € H eine
Uberanpassung (Overfitting) von D dar, falls ein 1’ € H mit folgender Eigenschaft
existiert:

Err(D,h) < Err(D,1) A Err(X,h) > Err(X, 1)

Hierbei stellen Err(D, k) und Err(X, h) monoton steigende Funktionen in der
Anzahl der mit einer Hypothese inkonsistenen Beispiele dar.



Pruning
Overfitting

Definition 18 (Uberanpassung (Overfitting))

Sei X die Menge aller interessierenden Beispiele, D eine Menge von
Lernbeispielen und H ein Hypothesenraum. Dann stellt h € H eine
Uberanpassung (Overfitting) von D dar, falls ein 1’ € H mit folgender Eigenschaft

existiert:
Err(D,h) < Err(D,1) A Err(X,h) > Err(X, 1)

Hierbei stellen Err(D, k) und Err(X, h) monoton steigende Funktionen in der
Anzahl der mit einer Hypothese inkonsistenen Beispiele dar.

Ursachen flr Overfitting:

o die Trainingsmenge ist verrauscht,
o die Trainingsmenge ist nicht reprasentativ,
0 zu kleine Trainingsmenge tauscht nicht vorhandene Regelmanigkeiten vor,

a ...



Pruning
Overfitting

0-9 T T T T T T T T T

0.85

0.8

0.75

0.7

Accuracy

0.65

0.6 On training data — .
Ontestdata -

0.55

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Size of tree (number of nodes)

[Mitchell 1997]



Bemerkungen:

Q Der Trainingsfehler Err(D,T') fir den Entscheidungsbaum 7 féllt monoton.
0 Wann wird der Wert 0O erreicht?
Q Wo ist Err(D,T) am genauesten in Bezug auf Err*(T)?

0 Die Missklassifikationsrate Err(Dy,T') auf einer Testmenge Dy hat ein lokales Minimum,
haufig bei relativ geringer Blattzahl.



Pruning
Overfitting

Ansatze, um Overfitting entgegenzuwirken:

2. Verkleinerung (Pruning) von Entscheidungsbaumen nach dem Training
o Aufteilung der Menge D in Trainings-, Validierungs- und Testmenge
(a) Reduced-Error-Pruning

(b) Minimal Cost-Complexity Pruning



Pruning
Stopping

Einfache Kriterien:

a GrofBe von D(t)
Ein Knoten ¢ wird nicht weiter zerlegt, wenn die Anzahl der Beispiele in D(t)
zu gering ist: |D(t)| < 3.

a Reinheit von D(t)

Ein Knoten ¢ wird nicht weiter zerlegt, wenn Impurity nicht stark genug
reduziert werden kann: Ac({D(t1), ..., D(ts)},t) < 5 fur alle Splits.

Problem:

o Abbruch des Splitting mit kleinem ( fihrt zu Gbergrof3en
Entscheidungsbaumen.

0 Abbruch des Splitting mit groBem 3 kann nitzliche Splits verhindern.



Pruning
Pruning statt Stopping

|dee:

0 Bilde einen ausreichend grof3en Entscheidungsbaum 7, und

o beschneide T,,,. ,auf die richtige Weise“ von Blattern in Richtung Wurzel.

Wann ist 7, grof3 genug?

Aufbau von T, ist beendet, wenn jeder Blattknoten

0 eine genugend kleine Teilmenge der Lernmenge D reprasentiert oder
o nur Beispiele einer Klasse reprasentiert (Knoten ist pur) oder

0 nur Beispiele mit identischen Merkmalsvektoren reprasentiert.



Bemerkungen:

a Optimal fur T,,.,: ,genigend klein“ < N(t) =1
a Kompromiss fur T,,..: ,genigend klein® < N(t) < Nyin, Z.B. Npin =5

Q Der Trainingsfehler Err(D,T) ist als Schéatzer fir Err*(T) ungeeignet wegen seiner

Monotonie-Eigenschaft. Daher muss die ,richtige® Gré3e des Entscheidungsbaumes auf
andere Weise bestimmt werden.



Pruning

Terminologie fur Teilbaume

Baum T mit Knoten ¢, Zweig T}, Resultat des Pruning von T;

T Tt T\Ti

Lt bezeichnet den Teilbaum mit Wurzel ¢.



Pruning

Definition 19 (Pruning)

FUr einen Baum T" mit innerem Knoten ¢ besteht das Pruning des Zweiges 7} aus
der Entfernung aller Nachfolgerknoten von ¢ und der durch diese Elimination
betroffenen Kanten. Der so beschnittene Baum wird mit 7"\ 7; bezeichnet. Der
Knoten t istin 7'\ T; ein Blattknoten.

Definition 20 (Pruning-induzierte Ordnung)
Entsteht ein Baum 7" durch (mehrfaches) Pruning aus einem Baum 7', schreiben
wir kurz 7" < T'. Die Relation < bildet eine Halbordnung auf der Menge der Baume.



Pruning

Definition 19 (Pruning)

FUr einen Baum T" mit innerem Knoten ¢ besteht das Pruning des Zweiges 7} aus
der Entfernung aller Nachfolgerknoten von ¢ und der durch diese Elimination
betroffenen Kanten. Der so beschnittene Baum wird mit 7"\ 7; bezeichnet. Der
Knoten t istin 7'\ T; ein Blattknoten.

Definition 20 (Pruning-induzierte Ordnung)
Entsteht ein Baum 7" durch (mehrfaches) Pruning aus einem Baum 7', schreiben
wir kurz 7" < T'. Die Relation < bildet eine Halbordnung auf der Menge der Baume.

Problematik:

o Kandidaten-Teilbaume sind nicht angeordnet bzgl. ,<".
o Kandidaten-Teilbaume entstehen meist nicht durch wiederholtes Pruning
von 71,,,..

Welches Maf3 kann die Gute der durch Pruning entstehenden Kandidaten
bewerten?



Pruning

Pruning mit Validierungsmenge

Reduced-Error-Pruning:

1. Pruning des Zweiges T; fur einen inneren Knoten ¢.

2. label(t) ist das haufigste Konzept der mit 7; assoziierten Beispiele, d.h. der
Beispiele in D(t).

3. Falls Err(Dy,T) < Err(Dy,T \ T;), Ricknahme der Ersetzung.
(Dy ist fest gewahlte Validierungsmenge.)

4. Weiter bei (1), bis alle Elternknoten der Blattknoten des aktuellen
Entscheidungsbaums Uberpraft wurden.



Pruning
Pruning mit Validierungsmenge

Reduced-Error-Pruning:

1. Pruning des Zweiges T; fur einen inneren Knoten ¢.

2. label(t) ist das haufigste Konzept der mit 7; assoziierten Beispiele, d.h. der
Beispiele in D(t).

3. Falls Err(Dy,T) < Err(Dy,T \ T;), Ricknahme der Ersetzung.
(Dy ist fest gewahlte Validierungsmenge.)

4. Weiter bei (1), bis alle Elternknoten der Blattknoten des aktuellen
Entscheidungsbaums Uberpraft wurden.

Nachteil:

Ist D klein, so geht durch eine Aufteilung in Trainings- und Validierungsmenge
wertvolle Information zur Konstruktion des Entscheidungsbaums verloren.

Verbesserung: Rule-Post-Pruning



Pruning

Pruning mit Validierungsmenge

Accuracy
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[Mitchell 1997]



Pruning
Pruning mit Maf fir Kosten-Komplexitat

Einfache Idee:

o Teile die von T,,,, aus durch Pruning erreichbaren Teilbaume auf
Teilmengen auf nach der Anzahl ihrer Blatter.

o Wahle aus den Teilmengen jeweils einen Teilbaum mit minimalem Wert fir
Err(D,T) als Kandidaten.



Pruning
Pruning mit Maf fir Kosten-Komplexitat

Einfache Idee:

o Teile die von T,,,, aus durch Pruning erreichbaren Teilbaume auf
Teilmengen auf nach der Anzahl ihrer Blatter.

o Wahle aus den Teilmengen jeweils einen Teilbaum mit minimalem Wert fir
Err(D,T) als Kandidaten.

Definition 21 (Kostenkomplexitat)
Fir einen Baum 7' wéhlen wir mit |leaves(T')|, also der Anzahl der Blattknoten in 7,
als Maf3 fur die Komplexitat (complexity) von 7.

FUr einen Komplexitatsparameter a € R, a > 0 bezeichnet das Maf3
Err(D,T) = Err(D,T) + «|leaves(T)|

die Kostenkomplexitat von 7' bei einer Beispielmenge D.



Pruning

Definition 22 (kleinster minimierender Teilbaum)
Ausgehend von einem Baum 7,,,... und einem Komplexitatsparametera € R,a > 0
bezeichnen wir einen Baum T'(a) < T, als kleinsten minimierenden Teilbaum,

wenn er folgende Bedingungen erfullt:
1. Err(D,T(«)) = ming<y,  Err (D, T)

2. Falls far einen Teilbaum T' < T}, gilt Err(D,T(a)) = Err, (D, T), so folgt
T(a) = T.



Pruning

Definition 22 (kleinster minimierender Teilbaum)

Ausgehend von einem Baum 7,,,... und einem Komplexitatsparametera € R,a > 0
bezeichnen wir einen Baum T'(a) < T, als kleinsten minimierenden Teilbaum,
wenn er folgende Bedingungen erfullt:

1. Err(D,T(«)) = ming<y,  Err (D, T)

2. Falls far einen Teilbaum T' < T}, gilt Err(D,T(a)) = Err, (D, T), so folgt
T(a) = T.

Lemma 4
FUr jeden Baum T und jeden Komplexitatsparameter a € R, a > 0 existiert ein
kleinster minimierender Teilbaum 7T'(«) < T.

Beweisidee
Induktion far Err.(D,T(«)) = min{Err,(D,t), Erro(D,Ty) + Erro (D, Tr)} mit t
Wurzel von T sowie 1}, Ty als linker und rechter Teilbaum von t.



Pruning
Pruning mit Maf fir Kosten-Komplexitat

Beobachtung:

Tm ax

0 o

Mussen alle Werte flr o durchlaufen werden? Sind die Teilbaume geordnet?



Pruning
Weakest Link Pruning

1. Bestimmung von T} = T'(«;) mit a3 = 0 ausgehend von T,

Wegen R(T}) = R(Tyaz)

und R(t) > R(t;) + R(tg)
fur jeden inneren Knoten ¢ von T, mit Nachfolgern ¢, und ¢

schneiden wir alle Blatter ¢, und t, ab, fir die mit inrem Vorganger ¢’ gilt
R(t") = R(t}) + R(t}).
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Weakest Link Pruning (Fortsetzung)

2. Bestimmung von T}, ausgehend von T,

Far jeden inneren Knoten ¢t von T}, gilt R(t) > R(T;). Setzt man
R,({t}) =Rt)+a und  R.(T}) = R(T}) +a-|T}
so gilt R.(T;) < R.({t}) fir gentigend kleine Werte fir a.

Setze

Ty —1

(1) — RO_RT) fgr ¢ innerer Knoten von Tj
T +00 far ¢ Blattknoten von T,

und o1 := Miner, gi(t).

Die Knoten ;. € argmin,., gi.(t) bezeichnet man als schwachste Knoten
(weakest links) in T).. Durch Pruning aller dieser Zweige 7;, (weakest link
pruning) erhalten wir 7;, .



Pruning
Weakest Link Pruning (Fortsetzung)

3. Bewertung der Teilbaume Tj,

Bestimme Err(Dy, T},) far alle Teilbaume T}, und wahle den Teilbaum mit
minimalem Fehler auf der Validierungsmenge Dy, .



Pruning
Weakest Link Pruning (Fortsetzung)

3. Bewertung der Teilbaume Tj,

Bestimme Err(Dy, T},) far alle Teilbaume T}, und wahle den Teilbaum mit
minimalem Fehler auf der Validierungsmenge Dy, .

Satz 6
Die durch das Weakest Link Pruning erhaltene endliche Folge (ay) ist streng
monoton wachsend, d.h.

ap < Qi fur alle &

und es qilt
T(Oz) = T(Ckk) = T; far alle £k und ap < a < Qg

sowie
T =T =T33 =T,... = {t} mit ¢t Wurzel von T,,,,,...
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Erweiterungen

o Rule-Post-Pruning

0 Berlcksichtigung von Missklassifikationskosten beim Split
0 Surrogate Splits fur fehlende Merkmalwerte

o Linearkombinationen von Merkmalen

0 Regression Trees



